
◦ X; set

P (X)⊃S

⊛ S は、包含関係に関し Totally Ordered Set[T.O.] :⇔ ∀A,B∈S(A⊂B ∨A⊃B)

◦ P (X)∋C

⊛ C は、S の Supremum :⇔ ∀A∈S A⊂C

◦ S∋A

⊛ Aは、S のMaximal Element[M.E.] :⇔ ¬(∃B∈S A ⊊ B)

⊛ S は、包含関係に関し Inductively Ordered Set[I.O.] :⇔
ϕ ̸= ∀T ∈P (S)(T ; T.O. ⇒ ∃A∈S A;T の Sup)

Zorn’s LemmaAC

◦ X;set

P (X) ⊃ S;包含関係に関し I.O

• ∀A∈S ∃C∈S A ⊂ C;S のM.E.

◦ A∈S

T := {T ∈P (S)|A∈T ;包含関係に関し T.O.}
• T の定義から明らかに {A}∈T
→ T ̸= ϕ

◦ C : T → P (S), T 7→ {C∈S|C ̸∈T ∧ C;T の Sup}
• ϕ∈ Im C ⇒ ∃C∈S A ⊂ C;S のM.E. 1

• の仮定→ ∃T ∈T C(T ) = ϕ

• T の定義→ A∈T

• → T ̸= ϕ

T ;包含関係に関し T.O.

前提 S−−−−−→ ∃C∈S C;T の Sup

• ,→ A ⊂ C

• C;S のM.E. 2

◦ ⃝背 ∃B∈S C ⊊ B

• ⃝背& → B;T の Sup

→ ∀B́∈S(B́;T の Sup ⇒ B́∈T )

→ B∈T −→ B ⊂ C ;矛盾

• & → が成立
• ϕ∈ Im C 1

◦ ⃝背ϕ ̸∈ Im C
• ⃝背→ ∀T ∈T C(T ) ̸= ϕ

A.C−−−→
∏

T∈T C(T ) ̸= ϕ

◦ (CT )T∈T ∈
∏

T∈T C(T )
• ∀T ∈T T ⨿ {CT }∈T 2

◦ T ∈T
• CT ∈C(T ) → CT ̸∈T

CT ;T の Sup

• A∈T ;包含関係に関し T.O. → T ∪ {CT }∈T
◦ F : T → T , T 7→ T ⨿ {CT }

1



◦ A :=


( i ) {A}∈R

R∈P (T ) ( ii ) ∀T ∈RF (T )∈R
(iii)R ⊃ ∀Q;包含関係に関し T.O.

∪
T∈Q T ∈R


• T ∈A 2

• から明らか
• から明らか
◦ T ⊃ Q;包含関係に関し T.O.

◦ U, V ∈
∪

T∈Q T

• ∃TU ∈QU ∈TU ∧ ∃TV ∈QV ∈TV

• → TU ⊂ TV ∨ TU ⊃ TV

• TU , TV ∈Q ⊂ T → TU , TV ;包含関係に関し T.O.

• 直上の 3式→ U ⊂ V ∨ U ⊃ V

−→
∪

T∈Q T ;包含関係に関し T.O.

• ∀T ∈Q ⊂ T A∈T → A∈
∪

T∈Q T

• A ̸= ϕ

◦ R0 :=
∩

R∈A R∈P (T )

• R0∈A 2

• ∀R∈A{R}∈R → {A}∈R0

◦ T ∈R
• ∀R∈AT ∈R → ∀R∈RF (T )∈R → F (T )∈R0

◦ R0 ⊃ Q;包含関係に関し T.O.

◦ R′∈A
• R′ ⊃ R0 ⊃ Q;包含関係に関し T.O. → R′∋

∪
T∈Q

→
∪

T∈Q∈
∩

R′∈A = R0

• R0;包含関係に関し T.O. 2

◦ G : R0 → P (R0), T 7→ {U ∈R0 | U ⊂ T ∨ U ⊃ T}
◦ R1 := {T ∈R0 | G(T ) = R0} ⊂ R0

• R1∈A 3
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